Satz 1. Seip > 3 prim. Seien k,s € Fy. Dann ist die Anzahl der Paare (z,y) € Fp x F), mit

2 —ky=s

gegeben durch
b — 1 ) ke (FZ)2 )
p+1, k¢ (F)?.

Korollar 2. Seip > 5 prim. Dann ist die Anzahl der Paare (a,b) € F, x F,, mit
a?+ab+b*=—-1

gegeben durch
p—1, p=1 (mod6),
p+1l, p=5 (mod®6).

Beweis. Dies folgt aus indem wir £k = —3 und s = —1 setzen, denn es gilt
2 2
a?+ab+b? = (a+3b) +3(5b)

und
(a,b) - (a+ 3b,3b)

ist ein linearer Endomorphismus mit Determinante

1 1
det(O >:27EO

und daher bijektiv. Zudem ist —3 bekanntlich genau fiir p =1 (mod 6) ein quadratischer Rest
modulo p (das folgt zum Beispiel aus dem quadratischen Reziprozitatsgesetz). ]

NI—= N

Beweis von [Safz_1l Wir beginnen mit dem Fall k € (F3)?. Es gilt
z? — ky? = (:U—\/Ey) (x-f—\/%y) ,

und

(,9) = (2= VE- g2+ VE-y)

ist ein linearer Endomorphismus mit Determinante

det G :Lg) =2k #0

und daher bijektiv. Wir kénnen also stattdessen die Anzahl der Paare (u,v) € F), x F,, mit
uv =5

betrachten. Diese betréigt offensichtlich p — 1.



Wir kommen nun zu dem Fall k ¢ (]F;)z. Dann gilt F» = F,[Vk]. In Fp2 gilt erneut
22— ky? = (x—I—\/%y) (:L‘—\/Eg;) .
Die Umkehrabbildung zu

F

p2 X sz — sz X Fp2

(:U,y)n—>(m+\/g-y,x—\/%-y>

lautet

(1, 0) (u +v u-— U)
u, v ,— | -
2 " 2vk
Wir suchen also die Anzahl der Paare (u,v) € Fj2 x Fp2 mit
w=s,

u+v u—

fiir die 5 und 5 \/% in [, liegen. Bekanntlich ist I, C F,2 durch die Fixpunkte des Frobenius-

Automorphismus ¢ — tP gegeben. Wegen 2P~ = 1 und

(=2 = ) =

ist die Bedingung daher dquivalent zu
uv = s und (u+v)f =u+wv und (u—v)P=v—u.

Wir beweisen jetzt folgendes Lemma:

Lemma 3. Fir u € IF‘;; und s € ¥, ist die Bedingung

P P
(u—|—$> —ut und <u—8> =2 (1)
U u
dquivalent zu uPt! = s.

Beweis. Aus uPt! = s folgt
s\? 2 S
ut—) =@w+uP)P =P+ =P +u=u+—
u u

sowie »
s 2 s
u——) =(u—uwP=uvP—u" =u—u==-—u.
u u

Umgekehrt impliziert durch Multiplikation mit v? und Verwendung von sP = s, dass
0= u2p + sP — up+1 _ supfl — (uerl _ s)(upfl - 1)

und
0=u? — s —suPt 4wl = (WP —s) (P + 1)

gelten. Da nicht gleichzeitig uP~! = 1 und uP~! = —1 sein kann, folgt uP*! = s. O

Somit suchen wir fiir ein gegebenes s € I, einfach die Anzahl aller u € IE‘;;Q mit uPt! = 5. Diese
betragt p+ 1, da IF;2 zyklisch ist und [y eine Untergruppe von Index p + 1 ist. O



