Satz. Sei A ein n-dimensionales Simplex mit den Ecken vy, ..., v,. Sei A" die konvexe Hiille
der Spiegelungen von vj an v; fiir 0 < 1,5 < n. Dann gilt

Vol(A') = Dy, - Vol(A) ,
wobei
n 2
D, =3 (") 2
" k
die n-te zentrale Delannoy-Zahl ist.

Beweis. Da die Operation A — A’ mit linearen Abbildungen kommutiert, kénnen wir ohne
Einschréankung A = A,, annehmen, wobei

A, = {(al,...,an) eR"” ‘ aZ-ZO,Za?;S l}zconv{O,el,...,en}CR”.

Bekanntlich ist Vol(A,) = 2 (das ldsst sich zum Beispiel durch Zerlegung von [0,1]" in n!
Kopien von A, zeigen). Nach Definition ist A" = conv{2v; —v; | 0 < i,j < n}. Wegen
A = conv{vg, ...,v,} gilt somit A" = {2v — w | v,w € A}. Hieraus sieht man leicht, dass

a; >0 a; <0

Z%‘S?,Z%Z—l}

A;l = {(al,...,an) e R"”

gilt. Bis auf die Nullmenge N = {(a1,...,a,) € R" | a; = 0 fiir ein 7} konnen wir A/, also
disjunkt zerlegen in Mengen Py fur I C {1,...,n}, wobei

a; >0firiel, » a; <2, a; <0fiiri ¢, Y a;>—1p .
el i¢l

P; = {(al,...,an) e R"

Bis auf Vertauschung der Koordinaten gilt aber Pr = 2Ay x —A,,_, fir |I| = k. Somit ist

Vol(A) = > Vol(P)
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